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Einleitnng. 

Bei den ständig wachsenden Anforderungen an die Leistungen der Lin- 
sensysteme bei Fernrohr- und photographischen Objektiven, ist man in neuerer 
Zeit zu immer komplizierteren Systemen fortgeschritten, die aus mehr und mehr 
Einzellinsen bestehen. Es erhebt sich daher die Frage, ob man hier nicht 
Vereinfachungen — vielleicht verbunden mit weiteren Vorteilen — erzielen kann 
indem man die Beschränkung auf die Verwendung rein sphärischer Flächen 
fallen lässt und zur Benutzung nicht-sphärischer oder, wie man bequemer 
sagt, deformierter Flächen übergeht. 

Die Verwendung deformierter Flächen bei grossen Linsensystemen ist 
nicht völlig neu. Bereits Alvan Clark benutzte dieselben bei astronomischen 
Objektiven, indem er empirisch die Krümmung einer Fläche änderte, bis günstige 
Resultate erzielt wurden. Aber theoretisch sind dieselben bisher wenig be- 
trachtet worden*). 

Die analytische Berechnung derartiger deformierter Flächen ist auf zwei 
Weisen möglich. Nach einem Vorschlage Abbe's kann man von einem gege- 
benen möglichst guten Linsensystem ausgehen und die Deformation der Flächen 
berechnen, so dass gewünschte Verbesserungen in der Abbildung erzielt werden. 
Die andere Formulierung des Problems geht unabhängig vor: Es sind be- 
liebige Rotationsflächen als Begrenzungsflächen eines 
Linsensystems derart zu bestimmen, dass gegebene Bedin- 
gungender Abbildung erfüllt werden. Diese Fassung des Proble- 
mes liegt der vorliegenden Arbeit zu Grunde. 

Was die Auswahl der zu erfüllenden Bedingungen betrifft, so wurden 
lediglich die der Achromasie und Aplanasie berücksichtigt, und zwar 
Aplanasie in dem von Abbe festgelegten Sinne. Abbe definiert ein System als 
aplanatisch, das einen von Aberration freien Axenpunkt hat, in dem gleichzeitig 
die Sinusbedingung erfüllt ist. Li diesem Falle wird bekanntlich ein Flächen- 



1) Ueber die spärliche Litteratar vgl t. Bohr, Die Theorie der optischen Systeme. Berlin 
1904 pag. 338. ^ t 
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element senkrecht zur Axe in ein ebensolches Flächenelement scharf abgebildet. 
Das Ziel bei der Auswahl dieser Bedingungen ist, ein Fernrohr- oder pho- 
tographisches Objektiv zu errechnen, welches bei abnorm grossem 
Oeffnungsyerhältnis und ausserordentlicher Lichtstärke im- 
mer noch ein massig grosses brauchbares Gesichtsfeld hat. 

Wie bei allen Errechnungen von Linsensystemen ist auch hier die 
Schwierigkeit in gewissem Grade eine äusserliche. Es bandelt sich nämlich 
darum, die Formeln so geschickt anzusetzen, dass man bei der Durchführung 
nicht an der Kompliziertheit der entstehenden Ausdrücke scheitert. Es erweist 
sich als zweckmässig, eine besondere Art geknickter Polarkoordinaten einzu- 
führen, die sich dem Wege eines nach dem Brennpunkt laufenden Lichtstrahles 
direkt anschliesst. 

In der That gelingt es auf diese Weise, ein achromatisch allerdings 
nicht korrigiertes Objektiv vom effnungs Verhältnis 1:2 zu 
errechnen, indem die dasselbe bestimmende Differentialgleichung teils durch 
Fotenzreihenentwicklung, teils durch numerische Quadratur integriert wird. 
Das brauchbare Gesichtsfeld des Objektives wurde nachträglich durch trigono- 
metrische Rechnung des Strahlenganges geprüft, und es galt dabei, die For- 
meln für trigonometrische Durchrechnung deformierter 
Linsensysteme aufzustellen, welche sich auch in der Folge bei weiteren 
Berechnungen deformierter Linsensysteme nützlich erweisen mögen. Die Be- 
rechnung einer auch achromatisch korrigierten Linse ist soweit durch- 
geführt, dass man sieht, dass von dieser Seite keine besonderen Schwierigkeiten 
praktischer oder theoretischer Art mehr auftreten können. 

Die Anregung zu der vorliegenden Arbeit wurde gegeben in dem EoUeg 
über geometrische Optik, das Herr Prof. Schwarzschild im Sommersemester 
1902 las. Diesem meinem hochverehrten Lehrer verdanke ich überhaupt vielerlei 
Batschläge und Unterstützung. Auch stellte er mir in liebenswürdigster Weise 
die Hülfe des Rechners der Sternwarte, Herrn Jastram's, zur Verfügung, der 
mich bei der Ausführung der trigonometrischen Durchrechnung unterstützte. 

§ 1. Die aUgememen Grtindformeln. 
1. Vorbereitungen. 

Indem wir Symmetrie des Linsensystemes um die optische Axe voraus- 
setzen, reduziert sich unser Problem auf ein ebenes, nämlich auf die Betrachtung 
der einzelnen Kurven im Axenschnitt des Systemes. Zur Fixierung der Vor- 
stellung denken wir uns die Ebene dieses Axenschnittes als Zeichenebene; die 
optische Axe möge horizontal liegen und die Lichtbewegung von links nach 
rechts erfolgen. Die Anzahl der brechenden Kurven in dieser Ebene sei 
wollen dieselben entgegengesetzt der Lichtbewegung von 1 bis i zählen^V 
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2. Die Existenz eines Brennpunktes und die Einführung 
geknickter Polarkoordinaten. 

Die Bedingung, die wir vor allen anderen an unser Linsensystem stellen 
müssen, ist die, dass die parallel zur Axe einfallenden Strahlen in 
einem Punkte, dem Brennpunkte, vereinigt werden. Es erscheint nun 
zweckmässig, diesen Punkt als Koordinatenanfangspunkt zu wählen. Zu ihm 
gelangen die Parallelstrahlen in einem mehrfach gebrochenen Linienzuge, was 
uns die Vorstellung „geknickter Polarkoordinaten ** aufdrängt. Wir rechnen 
dieselben vom Brennpunkt aus rückwärts und bezeichnen mit 

Qj^^^ den „Radiusvektor^ zwischen den Kurven k—1 und k d. i. die Strecke, 
welche ein vom Brennpunkt ausgehender Strahl zwischen diesen beiden Kurven 
zurücklegt und mit 

Uj^^ den Neigungswinkel desselben gegen die optische Axe. Den Winkel 
ttj^j wollen wir positiv rechnen, falls die entgegengesetzt der Lichtbewegung 
gerechnete optische Axe im Sinne der Bewegung des Uhrzeigers zu drehen ist, 
damit sie in die Richtung des Radiusvektors pj^, fallt. 

Femer orientieren wir in der festgelegten Ebene ein rechtwinkliges Koor- 
dinatensystem xy in der Weise, dass der Anfangspunkt mit dem Brennpunkt 
und die xAxe, die wir positiv entgegengesetzt der Lichtbewegung rechnen 
wollen, mit der optischen Axe zusammenfallt. 

Die y-Axe rechnen wir positiv nach oben. Der Zusammenhang dieser recht- 
winkligen Koordinaten mit den geknickten Polarkoordinaten ist nach den obigen 
Festsetzungen folgender: 



^» = S f r-i COS «^1 
1) j 'T' * = 1, 2..,f. 

y» = S P^i süi a^. 

Wir bezeichnen femer mit 

Mik-i d^^ Brechungsexponenten des von den Kurven k^l und h begrenzten 
Mediums und mit 

ß^, ^^ die Brechungswinkel an der Kurve A;, so dass der ungestrichene 
Winkel auf der dem Brennpunkt zugekehrten Seite der Kurve liegt. Die Zäh- 
lung dieser Winkel ist durch die von u bestimmt, denn es besteht zwischen 
ihnen die Beziehung: 

Mit Hülfe des Snellius'schen Brechungsgesetzes : 



ergiebt sich daher 
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_ n^ sin (g>,i — «>) 
^ '^* n^ cos («»-1 — aj — »^ t = 1, 2 . . . t 

te J" = »>>^i 8"^ («i^i-«J a, = 0. 

3. Die Gleichungen der Brechung in geknickten 
Folarkoordinaten. 

Wir gehen jetzt dazu über, die Gleichungen der Brechung in geknickten 
Polarkoordinaten abzuleiten. Die Kurve j; (ä; = 1, 2 . . . •) denken wir uns 
dargestellt durch Angabe der 2k Variabelen Q^^^, a^^ (v =3= 1, 2 ... t). Dabei 
wollen wir die sämtlichen Variabelen q und a ansehen als Funktionen der un* 
abhängigen Variabelen a^, so dass wir die folgenden Gleichungen erhalten: 

Diese Funktionen sind aber nicht unabhängig von einander, da offenbar die 
Knickwinkel durch das Brechungsgesetz bestimmt sind und daher schon allein 
die Angabe der Functionen f^ zur Festlegung der Linsenfläohen ausreichend wäre. 
Die verknüpfenden Bedingungen erhält man folgendermassen : 

Die Tangente der Kurve k im Funkte x^y^ bildet mit der Axe den Winkel 

Es ist daher 

-^ = cotg 0J,--«^O 

Die yj^, Xj, ersetzen wir nun durch die geknickten Polarkoordinaten nach 
GL 1, entwickeln auf der rechten Seite der Gleichung cotg (/J»— «k-O ^nd drücken 
ßj, nach GL 2 durch ccj^, a^^ aus. Durch Fortschaffung der Nenner erhalten wir 
auf diese Weise: 

Si {"^lr"["^* ^^^ («.-i-a*)+»i-icos(a„-0] 

K s= 1| aI • • • t. 

Addieren wir zu dieser Gleichung die samtlichen früheren Gleichungen , d. h. 
die Gleichungen für ik = 1, 2 ... A - 1, so erhalten wir die folgende Form des 

Gleichungssystemes : 
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3) i^(^[«.oo8(«^.-«J-«^.]-».*^»-^8m(«„-«0| = 

i IS 1, 2 . . . «. 

Infolge onserer Featsetznng , dass der Strahl parallel znr Aze einfallen 
soll, ist 

«, = 0. 

Mithin lasst sich die letzte Gleichung des obigen Systemes (% = t) in der 
folgenden Form schreiben: 



-^{,4f^.KcO8«^.-n^j} = 0. 



Biese Gleichung ist identisch mit dem Fermat'schen Prinzip ^) , wonach das 
Licht von einer Lichtquelle zu einem Sammelpunkte auf einem Wege gelangt, 
auf dem die optische Weglänge einen Extremwert darstellt. Im folgenden 
werden wir diese Gleichung in der nachstehenden Form verwenden: 

4) 2 f^i[Wt-t-*»*cos«^.J = e„ 

y = l 

WO et eine willkürliche Eonstante bedeutet. 

In obiger Form brauchen wir also die Gleichungen 3) nur für 
% = 1, 2 t — 1. Die Gleichung für i = • haben wir bereits integrie- 
ren können. 



4. Die Bedingung der Aplanasie. (Sinusbedingung). 

Die Foifderung, die wir bisher an unser System gestellt haben, besteht 
darin, dass das System einen von Aberration freien Axenpunkt hat. Wir ver- 
langen nun, dass nicht nur ein Punkt der Axe, sondern auch benachbarte Ob- 
jektpunkte scharf abgebildet werden, das heisst, unser System soll der 
Sinusbedingung genügen. Nach Abbe's Vorgänge nennt man, wie er- 
wähnt, ein System, das diese beiden Bedingungen erfüllt, aplanatisch. 

Die Sinusbedingung schreibt sich in unserer Bezeichnungsweise 

n. sin a. 

-^— ^ = i;, 



1) Classen, MathemaÜBche Optik § 27. ^.^.^.^^^ ^^ GoOgk 
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wo V das konstante VergrSsserangsverhältnis zwischen Objekt nnd Bild be- 
deutet. In dem Falle, der bier vorliegt, dass nämlich der Strahl parallel zur 
Axe einfallt, das Objekt unendlich entfernt liegt, ist in der obigen Grleichung 
ein einfacher Grenzübergang^) auszuführen. Dieser ergiebt die Form der Sinus- 
bedingung, in welcher wir dieselbe fernerhin benutzen werden, nämlich : 

5) w,y, = n/ sin a^. 

Die Konstante f in dieser G-leichung ist die Brennweite des Systems. 



6. Die Bedingung der Achromasie. 

Eine weitere Bedingung, die wir unter Umständen dem Systeme auferlegen 
wollen, ist die Achromasie. Teilt sich der Lichtstrahl beim AuftrefFen auf 
die Kurve t in 2 Farben, so verlangen wir, dass auch dieser zweite Strahl im 
Brennpunkt eintrifft. Die auf diese zweite Farbe bezüglichen Grossen wollen 
wir durch Strichelung von den früheren unterscheiden. Es gelten nun für diesen 
zweiten Lichtstrahl die folgenden Gleichungen, die den früheren ganz analog 
sind: 



la) 



!«; = Sj 9l-i cos «i-. 
I t 

yl = ^ 9l-i «n «i-i 



* = 1, 2 ... « 

«; = 



3a) 



4a) 



f+„ ai — < Bin («^t - «0 
l*«P»-«ico8(«U-«0-»U 

|'«P»-n:-n:_ cos «_.-<) 

t = 1, 2, ...» - 1. 



Lidem wir in dieser Weise die p', a' einfuhren, setzen wir voraus, dass wir 
die Begrenzungskurven im Axenschnitt .unserer Linse bereits in einem zweiten 
System geknickter Polarkoordinaten dargestellt haben, das durch den Verlauf 
des zweiten Strahles bestimmt wird. Die Beziehungen, die infolgedessen zwi- 
schen den gestrichelten und ungestrichelten Grössen bestehen, wollen wir jetzt 



1) Classen 8. o. § 64. 
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nntersncben. Hierbei beschränken wir nns auf den Fall, dass die beiden Farben 
so wenig von einander abweichen, dass die höheren Potenzen dieser Abwei- 
chungen vernachlässigt werden können. 

Durch den Punkt Xj^ y^ der Kurve h geht ein Lichtstrahl der ersten Farbe, 
dessen Weg zum Brennpunkt durch p^, , a^.^ (1/ = 1, 2 ... A;) bestimmt ist, 
und ferner ein Strahl der zweiten Farbe, dessen Weg zum Brennpunkt durch 
p^, + dg^^^ o^j + da^^ bestimmt sein möge. Unter Vernachlässigung der hö- 
heren Potenzen der mit d bezeichneten Grrössen, ist daher: 

2^ WPr-i cos a^j--p^,^a^i sin a^X = 

2j WP^i sin a^, + p^j^a^i cos aA = 0. 

Die Abweichungen Jq und da entstehen in der Weise, dass einesteils der vom 
Brennpunkt ausgehende Strahl in Folge der Aenderung der Wellenlänge des 
Lichts Sk eine veränderte Brechung erfährt, dass andrerseits aber auch die Aus- 
gangsrichtung «^ geändert wird. Die Wirkung beider Aenderungen muss sich 
gerade so kombinieren, dass die Koordinaten des Schnittpunkts des Strahls mit 
der A;ten Fläche unverändert bleiben', wie das durch die eben angeschriebenen 
Gleichungen ausgedrückt wird. 
Wir setzen daher: 

und erhalten damit aus den vorstehenden Gleichungen: 

Die Differentialquotienten ^ sind nichts anderes als die früheren Differen- 
tialquotienten -^, welche wir als totale Differentialquotienten schreiben durften, 

solange von der Aenderung der Wellenlänge nicht die Rede war. Daher er- 
halten wir die gesuchten Bedingungsgleichungen auf folgende Weise. Die 
zweiten Glieder der beiden Gleichungen setzen wir auf die rechte Seite des 
Gleichheitszeichens und dividieren die zweite Gleichung durch die erste, ^^QQJp 
ergiebt sich unter Berücksichtigung von Gl. 1 O 

2 
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*. i[^r '"->-+>- 



dX 



cos tt-. 



'^ i,[%^— "-'"% 



'^^ sin «^ 



Die weitere Umformung dieser Gleichung geht unserer Ableitung der ßrechungs- 
gleichungen genau parallel. Die linke Seite der Gleichung ersetzen wir durch : 

cotg (A-a^i)- 

Nach Gleichung 2 drücken wir wiederum ß, durch «», «^, aus, und erhalten 
so ein Gleichungssystem, das von 1 bis h zu summieren ist. Addieren wir zu 
dieser Gleichung die sämtlichen früheren für fc = 1, 2 . . i-1, so erhalten 
wir als endgültige Form der Gleichungen, welche die Identität der durch die 
geknickten Polarkoordinaten in den beiden Farben dargestellten Flächen aus- 
drücken, die folgende 

6) i^{%^[n.cos(«^,-«.)-...J-p^.^ n,sin(«^,-«j} = 0. 

i = 1, 2, ... i-1. 
Für die letzte Kurve schreiben wir die Bedingungen: 

7) x^ = x\ y, = y\ 

hin, d. h. wir betrachten die beiden verschiedenfarbigen Strahlen, die sich aus 
einem einzigen vom Objekt ausgehenden Strahl ergeben. Aus dieser Festsetzxmg 
folgt auch die Gleichung 6) für ä == i. 

Damit ist das allgemeine Formelsystem aufgestellt. 

Weiterhin wollen wir diese Formeln auf spezielle Falle anwenden, und da- 
durch ihre praktische Anwendbarkeit erweisen. 

§ 2. Anwendung auf die aplanatische Einzellinse. 

1. Die Bestimmungsgleichungen der aplanatischen 

Einzellinse. 

Nach den oben aufgestellten Formeln wollen wir nun die Begrenzungs- 
kurven des Axenschnittes einer Einzellinse zu bestimmen suchen, die aplanatisch 
sein soll in dem von Abbe aufgesteUten Sinne, d. h. die einen Axenpunkt hat, 
der frei von Aberration ist, und der Sinusbedingung genügt. 

Im Anschluss an § 1 Gl. 5 lässt sich die Sinusbedingung dahin aussprechen, 
dass der parallel zur Axe einfallende Lichtstrahl sich mit dem zum Brennpunkt j 
gelangenden Lichtstrahle auf einem Kreise um den Brennpunkt schneidet. De^l^^ 
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Radius dieses Kreises wollen wir gleich 1 setzen; damit ist die Brennweite 
des Systemes als Einheit der Länge gewählt. Indem wir als erstes nnd letztes 
Medium Luft voraussetzen, nehmen wir n^ = n, = 1 und erhalten nach unseren 
früheren Bezeichnungen für die Sinusbedingung 

y, = sin «,. 

Fernerhin wollen wir den Index von p^, a^ und e, fortlassen und erhalten 
daher — unter Berücksichtigung der vorstehenden G-leichung — aus den Glei- 
chungen 1, 3, 4 § 1 spezialisiert auf den Fall i = 2, da wir es hier mit 2 
Flächen zu thun haben, das folgende Formelsystem : 

1) Pi sin a^ + p sin a = sin ce 

2) Pj [«j — cos aj + p [1 — cos «] = e 

3) ^ [«1 cos (a — «i) — 1] — «iP sin (« — aj = 0. 

2. Beziehungen zwischen der Dicke der Linse und dem 

Oeffnungs Winkel. 

In der Axe ist a, = a = 0, mithin ist nach 61. 2 gl, die Dicke der linse 
in der Axe, gegeben durch: 



f! = 



«,-1 

Aus derselben Gleichung sehen wir ferner, dass q^ positiv bleibt für 

p [1 — cos a] < e. 

Falls Q^ den Wert annimmt, sich also die beiden Kurven schneiden, so 
liegt der Schnittpunkt nach GL 1 auf dem Kreise mit dem Radius 1 um den 
Brennpunkt, nach Gleichung 2 auf der Parabel 



^ 1 — cos « 

Es ergiebt sich daher in diesem Falle: 

1 — cos a = e. 

Da nun der brauchbare Oeffiiungswinkel nie über den Punkt, wo sich die beiden 
Linsenflächen schneiden, hinausreicht, so erhält man für den Oeffnungswinkel 
die Grenze: 

4) 1 - C03 « < e. p.^^.^^^ j^y Google 
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Es empfiehlt sich daher, die Eonstante e in Rücksicht anf die zulässige Dicke 
oder den gewünschten Oeflhnngswinkel von vornherein vorzuschreiben. Da 
in GL 3 eine willkürliche Integrationskonstante auftritt, so erhalten wir bei 
gegebenem e eine einparametrige Schar von Kurven 1; jeder einzelnen der- 
selben ist eine bestimmte Kurve 2 zugeordnet. 



3. Umformung der Gleichungen. Auflösung durch Beihenent- 
Wicklung. Bestimmungsgleichungen für die Koeffizienten der 

Reihen. 

Führen wir in den Gleichungen 1, 2, 3 die Substitution 

aus und setzen 

Wj-l = a, n^ + l = ft,, 

so gehen dieselben über in die folgenden: 



5) ) x^ ^ X 



'' l + x\ ^^ \ + a? 1 + a? 



Die Yariabelen p, p,, ar, stellen wir nun dar als Potenzreihen von a:, und 
zwar setzen wir 



fr»* 



Aus dem Gleicbungssystem 5 erhalten wir durch Einsetzen dieser Reihen 
und Vergleichen der Potenzen von x das folgende Gleichungssystem zur 
Bestimmung der Koeffizienten q und p\ q^ tritt darin als Integrationskon- 
stante auf. 
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<?io [Pi. -i>uJ + ?» l>ii + (Zoi - «00 = - 1 

2a,go4+«o.[2axJP„-^(l-Pu)'-K + ^)(l-i^u)] + («i+^)3oo[(l-Pu^ 

7){ 3lo[Pi6-(3l>lI-i>?i)Pll] + «lJA.-P!l]+«ui^ll + «04--«0. + «00 = 1 

3a, goa+«o4 [2 (2a,p,, -&, (1 -j,,J«) -(a, +6J (1 -p, J] 

+ ffo.k(P!i + 2l>J + 2^(l-pJi)„ + (a, + &J({l-p.J-+p„)] 

+ K + 6i)?oo[Pu~(2l>„ + l-i>„)(l-i>n)] = 

ai3,.+2^ul>^ + 2^,,[2l>„-p^JAl+2?lob^+2i?»i'l5-(*i'i.~l>^)^^^^ 
+ 2?,,-2(Zo.+2(Zoo = 

+ 3l4lJPll-K]+«10Pli+^i00-304+«0.-(^00 = -1 

U. 8, W. 

Ans diesen Gleichungen lassen sich vom ersten Koeffizienten aufsteigend 
die folgenden der Reihe nach unmittelbar berechnen, wie wir dies im § 4 näher 
durchführen werden. 

§ 3. Achromatische Linsen. Das dreiteilige verkittete Linsensystem. 

1. Einführung einer strengeren Achromasiebedingung. 
Neben der Aplanasie muss man als notwendige weitere Bedingung für 
ein brauchbares Objektiv die Achromasie fordern. Man kann die Achro- 
masie in der Weise verstehen, dass man nur gleiche Lage des Brenn- 
punktes und gleiche Brennweite für die Bilder in zwei Farben verlangt, 
man kann diese Forderung aber auch dahin erweitern, dass die Sinusbe- 
dingung für beide Farben erfüllt sein soll. Wir wollen die Achromasie in dem 
letzteren Sinne verlangen, weil es uns hauptsächlich um Objektive grosser 
Oeffnung zu thun ist, wo diese Bedingung wesentlich wird. Man zählt dann 
leicht ab, dass man zur Erfüllmig der vier entstehenden Bedingungen vier 
willkürliche Flächen nötig hat. 

2. Die Bestimmungsgleichungen des dreilinsigen Systems. 
Die vier Bedingungen lassen sich nach dem früheren folgendermass^x^us- ^ 
drücken : Digitized by CjOOQ IC 
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1) x^ = xi 2) y, = sin «, 

Va = y[ yi = 8Ü1 «i, 

wo wir die Konstante der SinnsBedingnng gleich 1 and, indem wir wiederum 
als erstes nnd letztes Medium Luft ansehen, die Brechungsexponenten 

n, = ni = n^ = ni = 1 
gesetzt haben. 

Aus den obigen Gleichungen folgt unmittelbar: 

3) «0 = K 

und daher auch nach Gleichung 6 § 1 für A; » 1 
3a) 9, = ?;. 

Das heisst: q^ und a^ sind unabhängig von der Farbe, oder anders ausgedrückt: 
die beiden Farben, in die sich der einfallende Strahl teilt, vereinigen sich be- 
reits wieder auf der Kurve 1. 

Weiterhin wollen wir den Index bei q^ und a^ und den Index 4 bei e^ 
und e'^ fortlassen. 

Das Gleichungssystem zur Bestimmung der gesuchten Kurven ergiebt sich 
nun unter Berücksichtigung der vorstehenden Gleichungen 1, 2, 3, 3 a aus den 
Gleichungen 1, 3, 4, 6, la, 3 a, 4 a, 6 des § 1 durch Spezialisation auf den Fall 
i = 4. 

Es empfehlen sich jedoch einige kleine Umformungen. 

Die Bedingungsgleichung für die Kurve 3 ist nach Gl. 6 § 1 (i = 8) 

-^K <^8 («.-Ä,)-nJ-n,f,-^ sin («,-«J 

+ -^ K cos (a|-«,)-»J-n,f,-^ sin («,-«J = 0. 

Indem wir vom Punkte x^ y^ ausgehen, können wir diese Gleichung ersetzen 
durch folgende: 

4) -^Kcos(a,-a,)-nJ + n,p,-^sin(«,-aJ = 0. 
Femer wollen wir die Gleichung 

^K C08 («-«0-1] = 9< sin («-«;) (GL 4a § 1 (* = 1)) 

mit Hülfe Gl. 4 (A; ~ 1) ersetzen durch: 

5) nj sin (a — « J [n[ cos (a — aj)— 1] = n[ sin (a — aj) [n^ cos (« — a^ — 1]. 
Nach Gl. 2 (t = 1) § 1 besagt diese Gleichung 

/J, = /j; DigitizedbyCiOOglC 
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was unmittelbar eiiizasehen ist, da q nnd a unabhängig von der Farbe sind, wie 
wir oben gesehen haben. 

In analoger Weise können wir statt der Gl. 4 a (ä; = 3) § 1 

Ä = « 
verwenden, die sich nach Gl. 2, 2a (Ä? «= 4) § 1 folgendermassen ausdrückt: 

6) n, sin «, [nj cos «i — 1] = wj sin aj [n, cos a, — 1]. 

unter Berücksichtigung dieser Umformungen erhalten wir nun das fol- 
gende Gleichungssystem zur Bestimmung der gesuchten Kurven: 

9t [w, — cos aj + p, [n, — cos a J + Qi [w^ — cos a J + p [1 — cos a] = e 

Qt [K "~ cös «i] + f'^ [nj — cos aj] + q[ [n[ — cos a[] + p [1 — cos a] = e' 

f^ sin a, + p, sin a, + Pi sin a^ + P sin a = sin a 

q'^ sin a^ + p^ sin a^ + p| sin a[ + p sin a == sin a 

pi cos aj + pj cos «i + p1 cos aj = p, cos a, + p, cos o, + p^ cos a^ 

-^Kcos(a-«J-l]-njp8in(«-aJ = 

n, sin (« — a,) [n[ cos (a — aj) — 1] = wj sin (a — a[) [n^ cos (a — a J — 1] 

-^K cos («,-aJ-nJ-n,p,-~i- sin («,-«,) 

+ -^[«,cos(a-aO-l]-»,psin(«-aO = 



7) 



^[nicos(«;-«;)-n;]-n;p;-^sin(«;~«o 

+ ^[nicos(«-iO-ll-»;?8in(a-«i) - 
-^[n, cos («,-«,)-nJ-n,p,-^ sin («,-«,) 
+ -^ K cos (a, - aj- wj - n, p^-^ sin (a^-a.) 

+ -^ [n, cos (« - O - 1] - ♦*• P si^ (« - «•) = 
n, sin a, [»i cos «i — 1] = < sin äJ [n, cos a, - 1] 



^[n,cos(aj-«J-nJ-n,p,-^sin(a,-«,) = 

^ K cos (a. - a.) - nj + w. p. -^ sin («. - «.) - 0. ^j^^^j^^^ ^^ GoOgle 
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3. Umformung der Gleichungen. Auflösung durch Reiheneni- 
wicklung. Bestimmungsgleichungen für die Koeffizienten der 

Reihen. 

Vermittelst der Substitution: 

«^. = ig^, <. -= <5 %- [" = 1. •'^' 3. 4 o:. = «i = ^1 

imd der Abkürzungen: 

n,-l = a„ n;-l = a.J, n,+ l = 6, n', + 1 = K v = 1, 2, 3 

geht das vorstehende Gleichungssystem in das folgende über, wobei wir -^ 

und -^ ersetzen durch die kleinen Difpierenzen pi— p, und «i — «,. 

*» 1+xi +^» i+x5 +*' 1+^ ^^^T+¥ - ' 

f 

X^ flj' ^' m X X 

(«.^-&J[«;(l+««0'-*:(a'-«;)^(a;-«J(l+aa;,) = (a| + 6;) [a.(l + «a;.)» -6, («-»,)•] («-«0(1 + »"';) 



17 



(pI - Pi) [(a, - a.) (1 + «. a:0-- (*, + «,) («. -a;^'] = 2 (a, + J.) (>, [arctg x', -arctg x,] («. - x,) (1 + «^ a;,) 
(Pi - (>•) [(o. - o.) (1 + X, x,y+ (6, + oj (aj, - zj»] = 2 (a. + b,) q, [arctg «; - artcg «,] (a:, - «,) (1 + x, «J. 



9) 



Durch Einführung der Reihenentwicklung: 



OD 



9^1 = S (? 



k = 



OD 



.«** (»:-, = s?Un^* 



r = 1, 2, 3, 4 






*. = Ja.u+. «"*' < = SIpU.^**' f = 1,2,3 



»=o 



t = 



tind Vergleichung der Potenzen von x erhalten wir die nachfolgenden Glei- 
chungen zur Bestimmung der Koeffizienten, in denen bei gegebener Konstanten e 
9m, iui im 0^8 Integrationskonstanten auftreten. 

Glieder ohne x 

Glieder mit x and x* 
9uP'»i + 9uPu + QitP'u + ?M = 1 

«:(«. + 6.)(l-i'u) = a^i< + K)0-P'^^ 

»i(o. + 6.)jP« = «.W+JOK 

(o, - a J (gj, - 3 J = 2 (a, + 6J (!>;, -p„) (/>„ - p„)g„ 

(«. - «.) («« - <?J = 2 (fl, + 6^ (p'„ -pj (p„ -p J 3,. 

«I«»- (a, + *i) (1 -Ptt)q»> = 

(«.-«i)9.. + a.2M-(o. + ^)[i',i(i'u-i'.,)9'io+(l-P.i)?J = 

(<-<)q[, + a',q„-{a',+b:)[pUp[-p'Jq,,+ il-p',d9^] = 

(o,-a,)g„-Ka,-a.)g'.,+a,3o,-(«.+*.)[i'..(i'.-i'..)3..+l'u(l'..-P«)9..+(l-l'..)9'i.] = 
o.9..+Oi9't.+a.?„+2[3„i'.*,+2«,l>.',+9ioP!.+3'oo] = 

«iz«+»i«;+a.'«;.+2[3,oK!+3..p«+3..Pn+9..] = r.:..:_.^ ^ Google 



9'^+3i.+3;-[s..+«..+<?,.] = 2[g„(/>;i-K)+?..(/'«-l''..)+3..0'u-pi 

3 
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Glieder mit «" and x* 

9»p»i+ QnP*i+i» Pu+ i<^+iJ[p»-pU + 3..[ Pu- i^il +«i.[i'..-i»; J- ?« = - 1 

i»^+iM-<P»Mi-P^^[<i^P'^^+P^^-Kil-P'^^y]} = i<^K) {"«.K 

+ a-P'n)[<^P^^+P[^)-m-Pn)*]\ 

(a.+&0|a;p„-6ij)..i>iJ} = i<+K)\a^'„-hp'„pl\ 
(«»-a.)(8M-?J+(««-3tO{2(a.-oJP,,A-(6.+a,)(j»u-P.,)*j = 

2(o,+*0 1 ««(i»! -Pa)(Pu-P.»)+8iJ:(Pu-Pii) ((!>..- Pm)+1'u P,.(p. -P J) 

+ (Pu-A.) ((P;.-P. J - i (P;*-P? J)] 1 

(o-«J(2i4-2J+(?M-?J {2(o,-a,)P„P„+(6.+o,)(l>,-i'„)*j = 
2(a,+i,)U„(pi,-p,.)(P.-P«)+«»[(P«-P„)((P..-i'J+P.,P,»(P.-P,.)) 

+(P. -P..)((p;.-pJ-i(P«-Pl J)] } 
2a,3.«+g„[2a.p„-6.(l-p,.)«-(«.+6J(l -Pn)l+2,.(a+*)[(l-l'u)'+P.J = 
2(o,-oJ(j;„+3.,t(a,-aJ(2p,-p„)p„-(6,+a^")(|>„-i)J»-(o,+6>„(p„-pJ] 

- (a*+*03«[(P. -P..) (3p.,-(2p„-p„)p;,) + (P„-P Jp.J 
+ 2a,«^+gja,(2p..-l) - 6.(l-p..)'- (a.+*J(l-l'..)l + (o.+^)3oo[(l-Pj(2-l'..) 

+P»] = 
9)j 2(ai-a03:.+3;,[(a;-a;)(2p;.-p;.)p.'.-(6i+aO(i'!-Pi.)*-(«i4*Ol';.(P.'-PiJ] 

-(ai+i02j(p;.-pü(3p(.-(2p:-p;>;o+(p;.-Pi.)p:.] 

+ 2a;«„+g«[a;(2p'„-l)-6;(l-p;,)«-(a{+Ji)a-P.'.)]+W+iö?«,[(l-p;.)(2-P^J 

+K1 = 
2(a.-a,)«M+ffn{(».-oO(2p,-P,i)P,i-(6.+a,)(p.-P,0*-K+«'J(p„-pJp„} 
-(a.+ftJ«t.{(P.-i'«)(3PM-(2p,-i>,.)pJ.)+(p„-pJp„} 
+ 2(o,-o,)2.,+g„ { (a,-o,) (2p„-p Jp„-(6,+oJ (p, -p J*-(o,+ftJ {Pi-PjPii j 

- («.+*i)«M I (Pt -P.i) (3Pu- (2Ph-1'„)p!,) + (Ptt-P JP„ } 
+ 2o.3^+«„{o.(2p..-l)-6.(l-p..)«-(a.+6J(l-pj}+(a.+6Jg..j(l-pJ(2-pJ 

«.?M+a,<?M+«,9M+2j?„p;,+3„p;,+?wP!i+ffo.) 

+ 2{3K[2p„-pJJp„+«„[2p„-pIJp„+s„[2p„-pJJp,i-g„j = 

«i9M+«i«u+a;9u+2j?;,p;;+a;,Pij+3:.p:i+?„} 
+2{3j2p;,-p;;]p;.+2j2p;.-Pi!]p;.+U2p(.-P.>:-?H) = o 
««+3u+«;-[2M+<?M+sJ-2[9i,p,.'+3.',p,*+9:,p-i]+2[g,,p:.+g..p;.+3,,p;j 

-2jg«[2p;.-p;j]pi,+«..C2pi.-P."]Pi.+9..C2p:.-p.'aP:.i 

+ 2{gJ2p„-p;jp„+;gj:2p.,-pJJp„+8..[2i>„-pMp„} = 0. Oigitized by GoOglc 
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Nach diesen Formeln würde man wieder die Koeffizienten der Reihe nach 
ausrechnen können. 

4. Die Eoeffizientengleichungen für ein dreilinsiges System bei 
gleichem Brechungsindex der drei Teile für eine Farbe. 

Es soll hier — einer Anregung des Herrn Dr. Siedentopf in Jena fol- 
gend — noch ein einfacherer Spezialfall hervorgehoben werden. Der- 
selbe besteht darin, eine ans drei Teilen bestehende verkittete Linse 
herzustellen, wobei das Glas so gewählt ist, dass für die eine in Betracht 
kommende Farbe alle drei Teillinsen denselben Brechnngsexponenten haben, 
während für eine andere Farbe der Brechongsexponent in verschiedener Weise 
auseinandergeht. Für die erste Farbe sind dann im Grunde nur die Aussen- 
flächen vorhanden, und diese können nach den Vorschriften des vorigen Para- 
graphen berechnet werden. Die beiden inneren Flächen lassen sich durch eine 
im wesentlichen analoge Rechnung anfügen. 
Setzen wir nämlich im Gleichungssystem 8 

», =» n, = n, 

0?, = a?, = »^ 

Qt + Qt + 9i 

gleich einem neuen p^, so erhalten wir für diese Farbe genau das Gleichungs- 
system des letzten Paragraphen. Wir können mithin nach den dort aufge- 
stellten Koeffizientengleichungen p, p^, x^ berechnen. 

Für die andere Farbe ergeben sich nach obiger Substitution die folgenden 
Gleichimgen zur Bestimmung der Koeffizienten: 

Glieder ohne x 

?io + «io + ?lo = «10 

Glieder mit x 

a;(a.+t,)(l-P«) = a.K + ftOCl-l'ii) 
10) { a;(ai + &i)l>n = «iK+ftOKi- 
Glieder mit x^ 

K-«02;.+«;?«-K+6i)[9i.i»u(p:.-K)+«ji-p;o] = o 

Glieder mit x' 
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+ (l-Pn)K(2Pn+p;j-^(l-pJ*]j 
(a, + K)\alp,,^blp,,pi!\ = K+K)\a,p'^^b,pipl\. 

Glieder mit a;* 

+(i-K)(2-K)| =0 

<qi+<qi+a[q[,+2 { qM\+q'uPi\+q[,p[\+qo.\ 

+2U;o[2pi.-p;jip;.+3;.[2pi,-p;*]K+«;o[2p;.--p;f]p;,-g,ol = o 

q'u+qu+qu-q^.-^ \qn.Ps\+quP^\+qnPn--q^.pl 1 

-2 { 3;o[2i>i.-pi!] P'u+q'J.^Pn-P[\]P^^+q'J ^P[- P[\ 1 Pn-1?.t[2p„-pMPH = 0. 

u. s. w. 

Nach diesen Gleichnngen sind die Koeffizienten zu bestimmen, wie wir dies 
§ 6 näher ausführen werden. 



§ 4. Nähere Diskussion der Formen der aplanatischen Einzellinse. 
1. Die Wahl der Eonstanten. 

IJm eine üebersicht der verschiedenen Formen der aplanatischen Einzellinse 
zu erhalten, ist das Formelsystem 7 § 2 für verschiedene Wahl der Integrations- 
konstanten q^ aufzulösen. Der Betrachtung wurde die folgende Wahl der Kon- 
stanten zu Grunde gelegt. 

Als Brechungsexponent wurde der Mittelwert 

fij = 1.5 

gewählt, und femer wurde, um ein grosses Oeffaungsverhältnis zu erhalten, 
die Dicke der Linse g^g zu 

?.o = 0.16 

angenommen. Damit bestimmt sich die Eonstante e zu 

€ = 0.08. 

Nach Gl. 4 § 2 ergiebt sich hieraus der Oeffnungswinkel a zu 

a < 23*4'26''. 
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2. Die Erümmangsradien im Axenpankte der Karven. Beispiele. 

Eine erste Orientierung über die möglichen Linsenformen liefern tms die 
Krümmimgsradien im Axenpnnkte der beiden Kurven des Axenschnittes der 
Linse. 

Die Krümmungsradien lassen sich nach unseren Reihenentwicklungen fol- 
gendermassen bestimmen. Wir berechnen nach den Definitionsgleichungen der 
Reihen Gl. 6 § 2 rechtwinklige Koordinaten und setzen diese in die Formel für 
den Ejrümmungsradius 

r.= ü±ft. » = 1,2 

ein, nnd berücksichtigen nur den konstanten Teil, der nns r^ den Erüm- 
mangsradins in der Axe ergiebt. Anf diese Weise erkalten wir 

1) r% = — ir-r=^ — ] — r * = 1,2 (p.. - 1). 

w= L J r=l 

Nach den ersten Gleichungen des Formelsystems 7 § 2 reducieren sich diese 
beiden Gleichungen auf 






wo 



Pu=-M^ (n,-l)g,, = e 



9io 
ist. 

Aus diesen Gleichungen wurden die Bjrümmungsradien für verschiedene 
Werte der Litegrationskonstanten berechnet. Die Resultate sind in der nach- 
folgenden Tabelle zusammengestellt. 





1) 


2) 


3) 


4) 


5) 


9*0 


0.8000 


0.8200 


0.8400 


0.8600 


0.8800 


rl 


0.4B71 


0.5964 


0.8400 


1.3760 


3.2600 


rl 


0.2667 


0.2963 


0.3333 


0.3810 


0.4444 




6) 


7) 


8) 


9) 


10) 


9.* 


0.8933 


0.9000 


0.9200 


0.9360 


0.9520 


♦-! 


oo 


-7.2000 


-1.8400 


-1.1700 


-0.8665 


rl 


0.5000 


0.5333 


0,6667 


0.8333 


Dinrl-iypn n 
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11) 


12) 


13) 


14) 


15) 


0.9680 


0.9840 


1 


1.0320 


1.0640 


0.6914 


-0.5788 


-0.5 


- 0.3969 


-0.3325 


1.6667 


3.3333 


oo 


- 1.6667 


-0.8333. 



Graphisch veranschaulicht sind einige Typen in nebenstehender Tafel, die 
im Massstabe 1 ^ 10 cm angefertigt worden. Man sieht, wie die Linsen sich 
aUmählich durchbiegen. 




No. 3 No. 6 No. 8 No. 10 No. 13 No. 15 

Fig. 1. Die Krammangsrftdien der aplanaüschen Einzellinse. 



3. 



Die Koeffizienten der höheren Potenzen der Reihenent- 
wicklung. Beispiele. 

Die Berechnung der Koeffizienten der höheren Potenzen unserer Reihen- 
entwicklung wurde in einigen Fällen nach dem Gleichungssystem 7 § 2 ausge- 
führt, und ergab die folgenden Resultate: 



9m 


0.84 


0.90 


0.92 


1.00 


9.. 





2.03 


2.76 


6 


9m 


- 63 


-4.06 


19.32 


142.5 


io* 


-1838 


- 165.01 


530.3 


5251.4 


Pu 


1 


0.63 


0.50 





p,» 


25 


2.00 


-5.63 


-37.5 


Pn 


1142 


83.16 


-245.63 


- 1790.6 


P„ 


49316 


3066.8 


-9100 


-81420 


9>. 


0.16 


0.16 


0.16 


0.16 


9» 


-4 


-3.85 


-3.84 


-4 


9u 


-12 


+ 0.01 


+ 0.12 


-20 


9.. 


-720 


- 10.97 


-22 
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Diese Tabelle zeigt tuia, wie bei wachsendem q^ die übri^n Koeffizienten 
9o ebenfalls zonehmen, und zwar, während q^ die Werte 0.84 bis 1 annimmt, 
wächst 9q, von bis 6 nnd q^ und q^ wachsen von grossen negativen Werten 
zu grossen positiven an nnd gehen bei einem Werte 0.9 < g^^ < 0.92 durch 
0. Die i>- Koeffizienten nehmen währenddessen ab, und zwar p^^ von 1 bis 
und p,„ |?„, p,y von grossen positiven Werten zu grossen negativen Werten. 
Auch diese gehen bei einem Werte g^o 0.9 <: g^o < 0.92 durch 0. Die Koeffi- 
zienten jj, und 9,9 nehmen, während q^ von 0.84 bis zu einem Werte 
0.9 -< Joo •< 0.92 wächst , von grösseren negativen Werten zu kleineren nega- 
tiven zu und steigen, während q^ von dem obigen Werte bis 1 wächst, wieder 
zu grösseren negativen Werten ab. Die Koeffizienten q^^ nehmen im Intervall 
0.84 < tfoo < 0.9 von grösseren negativen Werten zu kleineren positiven zu, 
bleiben im Intervall 0.9 < g^ < 0.92 positiv und nehmen im letzten Intervall 
0.92 <: g^jo < 1 wieder zu grösseren negativen Werten ab. Wir sehen also, 
dass im Intervall 0.9 <:: goe <^ 0.92 die Koeffizienten der höheren Potenzen der 
Beihenentwicklong kleine Werte annehmen; unsere Reihen werden bei einer 
derartigen Wahl von g^ die gesuchten Kurven am besten annähern. Wir 
wollen daher g^^ so bestimmen, dass g^« = wird. Setzt man im Gleichungs- 
system 7 § 2 die vorhergehenden Gleichxmgen in die Grl. für q^ ein, und setzt 
9^4 = , so erhält man eine algebraische Grleichung 3ten Grades , da g^^ = 
eine Wurzel dieser Gleichung ist. Die hier in Betracht kommende Wurzel be- 
stimmte sich zu 

g^ = 0.90361716. 
Die Koeffizienten sind in diesem Falle die folgenden: 



g , 2.1BB7 

«•4 

q^ -48.1528 



j9„ 0.6024 
p^ 0.6257 
p,, 23.7992 
p„ 885.2697. 



g„ -3.8467 
g,, +0.1770 
g,, -3.9568 



In der That sehen wir, dass die Koeffizienten beträchtlich kleiner bleiben, 
als bei anderer Wahl der Integrationskonstanten. 

Als Koordinaten der Axenschnitte dieser Linsen ergeben sich hiemach 



a 


9 


«. 


9i 


a 


9 




9i 


0» 


1.00000 





0.16000 


(f 


0.92000 





0.16000 


4 


1.007B6 


-0'11'39"3 


0.15509 


4 


0.92340 


1«58'17"9 


0.15532 


6 


1.01765 


-0 4235.4 


0.14883 


6 


0.92774 


2 5349.5 


0.14945 


8 


1.03336 


-15318.8 


0.13978 


8 


0.93402 


3 4345.2 


0.14122 


10 


1.05663 


-417 36.0 


0.12756 


10 


0.94250 


4 23 37.5 


0.1306Q 


12 


1.09064 


-8 5339.6 


0.11151 


12 


0.95356 


4 4545.0 


0.11766 


— 


— 


— 


— 


13 


0.96024 


4 4617.8 


0.11012 
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a 


Q 


«. 


Pt 


a 


9 


«i 


9i 


0» 


0.90362 





0.16000 


0* 


0.90000 





0.16000 


4 


0.90625 


2»24'48r2 


0.15531 


4 


0.90246 


2*30'39r2 


0.15531 


6 


0.90953 


3 8740.8 


0.14943 


6 


0.90552 


3 4721.4 


0.14942 


8 


0.91416 


4 5114.0 


0.14120 


8 


0.90978 


5 6 5.6 


0.14117 


10 


0.92009 


6 5 58.0 


0.13057 


10 


0.91618 


6 2825.8 


0.13053 


12 


0.92733 


7 2216.6 


0.11759 


12 


0.92162 


7 5644.6 


0.11753 


14 


0.93585 


8 42 38.6 


0.10203 


14 


0.92903 


9 36 37.5 


0.10192 






a 


9 


«1 


9'i 










(f 


0.84000 





0.16000 










4 


0.83990 


4" 7'46''4 


0.16510 










6 


0.83948 


6 28 8.6 


0.14891 










8 


0.83828 


9 1426.0 


0.14007 










10 


0.83548 


12 47 2.1 


0.12836 










12 


0.83038 


17 4060.0 


0.11346 







Die Axenschnitte der durch diese Tabellen gegebenen 5 Linsen sind 
in Fig. 2 No. 1 — 6 graphisch dargestellt und zwar im Maassstabe 
1 = 10 cm. 





No. 1. 



No. 5. 



No. 2. No. S. Nr. 4. 

Fig. 2. Die Axenschnitte der aplanatischen Einzellinse. 
Der von dem Brennpunkt um 10 cm. entfernte Punkt auf der Axe ist durch 
einen Nullenkreis markiert. Nach unserer Festsetzung zu Anfang des § 2 geht 
durch diesen Punkt der Exeis um den Brennpunkt, auf dem sich infolge des 
Erfülltseins der Sinusbedingung die parallel zur Axe einfallenden StraJ^n/^mtQlp 
den zum Brennpunkt gelangenden Strahlen schneiden müssen. O 
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Wie wir sehen, nehmen in Fig. 2 No. 5 [q^ == 0.84] die Krümmungen der 
beiden Eorven für grössere Oeffnimg sehr stark zu. Ein analoges Verhalten 
zeigt No. 1. [g^o = 1] » ^^^ ß^^d die Krümmungen in diesem Falle den vorigen 
entgegengesetzt. 

Die Nummern 4 [g^o = 0.9] ^uid 2 [q^^ = 0.92] zeigen in der Nähe der 
Axe die Form von Bikonvexlinsen, doch sehen wir, dass weiter ausserhalb der 
Axe in No. 4 die Kurve 1, in No. 2 die Kurve 2 Wendepunkte aufweisen; 
von diesem Punkte ab haben beide Kurven positive resp. negative Krümmung. 

Nummer 3 [q^ = 0.9036] stellt eine Bikonvexlinse mit stärker gekrümmter 
Vorderfläche und schwächer gekrümmter Hinterfläche dar. Es dürfte dies die 
Linsenform sein, die am weitesten ausserhalb der Axe brauchbar ist. 

4. Fehlerabschätzung der Reihenentwicklung und genauere Be- 
stimmung der Kurven durch numerische Integration. Beispiel. 

IJm nun eine TJebersicht zu erhalten, wie genau unsere Keihen die Kurven 
wirklich darstellen , wurde die folgende Kontrollrechnung für den Fall 
q^ = 0.9036 ausgeführt. Die aus der Reihenentwicklung erhaltenen Werte für 
Q und a^ für einzelne Werte a wurden in die Differentialgleichung für q 

ijg= *». »in («-«,) gj 3 

p da Wj cos (a — aj — 1 ^ 

eingesetzt. Der Fehler betrug bei a = 14^ bereits 4 Einheiten der 4. Stelle 
und wuchs für grössere a sehr stark an. Für die anderen konstruierten Fälle 
ist der Fehler etwas grosser. Wenn nun aber auch diese Genauigkeit, welche 
in unserem Massstab etwa ± 0,1 mm entspricht, für die Zeichnung noch soeben 
hinreichend ist, so hat man für optische Zwecke doch eine bedeutend grössere 
Genauigkeit zu fordern. Das Hilfsmittel, das sich in solchen Fällen 
darbietet, ist die numerische Integration. Derselben wurde das fol- 
gende Formelschema zu Grunde gelegt: 

J »1 cos (a-aJ-1 ' 
worin a^ zu bestimmen ist aus 

8) »n Ü,.-.J - «, .in A tg ft = ^J^ 

Die Integration wurde für den Fall q^ = 0.92 ausgeführt bis a = 13" 
und zwar von 30' zu 30' nach dem bei der Berechnung spezieller Störungen 
üblichen Schema. Nach Gl. 3 erhält man damit gleichzeitig a, und kann daher 
Q^ aus Gl. 1 oder 2 des § 2 berechnen. Die Resultate sind in nachfolgender 
Tabelle zusammengestellt. Ausser den Werten für ^, a„ q^ sind unter der 
TJeberschrift „Differenz" die Werte der betreffenden Grössen, die aus ^ Jau- T 

Digiti^d by VjOOQIC 
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merisclien Integration erhalten wnrden, vermindert nzn die aus der Keihenent- 
wicklung erhaltenen Werte verzeichnet. Zur Beurteilung der Abweichung der 
Kurven vom Erümmungskreis im Axenpunkte ist in den letzten beiden Reihen 
der Radiusvektor der Kurven r^ und r, angegeben bezogen auf den Mittelpunkt 
des Krümmungskreises im Axenpimkte der Kurven als Koordinatenanfangspunkt. 



a 


9 J 


DifF. 


«. 


Diff. 


9t 


DifF. 


»•i 


♦•. 


0» 


0.920000 




0«0' 0" 




0.160000 




1.840000 


0.666667 


30' 


0.920063 




14 69.8 




0.159927 




1.840000 


0.666667 


1 


0.920210 




29 58.6 




0.159707 




1.840000 


0.666667 


1 30 


0.920474 




44 54.9 




0.159342 




1.840000 


0.666668 


2 


0.920843 




59 47.8 




0.168830 




1.889999 


0.666669 


2 80 


0.921319 




1 14 85.9 




0.158172 




1.839998 


0.666672 


8 


0.921902 




1 29 18.0 




0.167367 




1.839995 


0.666677 


3 80 


0.922594 




1 43 52.5 




0.156415 




1.889990 


0.666686 


4 


0.923395 




1 58 17.9 




0.155817 




1.889982 


0.666698 


4 30 


0.924309 




2 12 32.4 




0.154072 




1.889971 


0.666716 


5 


0.925835 




2 26 34.0 




0.152680 




1.889955 


0.666748 


6 30 


0.926478 


1 


2 40 20.4 


-0^2 


0.151141 




1.839932 


0.666780 


6 


0.927738 


1 


2 58 49.1 


-0.4 


0.149458 




1.839902 


0.666828 


6 30 


0.929120 


2 


3 6 57.1 


-0.9 


0.147618 




1.889861 


0.666893 


7 


0.930626 


8 


3 19 41.0 


-1.7 


0.146635 




1.839809 


0.666974 


7 80 


0.932261 


6 


3 81 56.6 


-3.2 


0.143504 




1.839743 


0.667077 


8 


0.934030 


10 


3 48 39.8 


- 5.9 


0.141223 


-1 


1.889658 


0.667208 


8 30 


0.935937 


17 


3 54 48.8 


-10.4 


0.138792 


-2 


1.889552 


0.667367 


9 


0.987990 


27 


4 6 1.8 


-18.0 


0.186211 


-3 


1.889419 


0.667562 


9 80 


0.940196 


44 


4 14 26.6 


-30.8 


0,138481 


-4 


1.839256 


0.667801 


10 


0.942564 


68 


4 22 47.7 


-49.8 


0.130598 


-7 


1.839054 


0.668090 


10 30 


0.945104 104 


4 29 52.9 


- 1'24."2 


0.127562 


-11 


1.838806 


0.668435 


11 


0.947829 156 


4 35 26.8 


- 2 6.6 


0.124373 


-17 


1.838B02 


0.668851 


11 30 


0.950755 281 


4 39 10.5 


- 317.6 


0.121029 


-25 


1.888132 


0.669346 


12 


0.953901 389 


4 40 40.0 


- 5 5.0 


0.127627 


-37 


1.837678 


0.669987 


12 30 


0.957289 491 


4 39 24.4 


-741.3 


0.123865 


-57 


1.887124 


0.670641 


18 


0.960949 706 


4 84 48.8 


-1134.0 


0.120081 


-98 


1.886447 


0.671490 



Wir sehen mithin, dass bei der Linse von der Brennweite 100 mm nnd dem 
Oeffnungsverhältnis 1 : 2.2 die radialen Abweichungen von den sphärischen Flächen 
bereits — 0.365 mm für die Fläche 1 und + 0.482 mm für die Fläche 2 betragen. 

Im § 7 werden wir das brauchbare Gresichtsfeld dieser Linse durcb^^i^o- t 
nometrische Durchrechnung prüfen. Digitized by VjöOglC 
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§ 5. Diskussion der ErflmmTUigsradien der Mittelflächen des dreitei- 
ligen Linsensystems. 

1. Das Grleichungssystem der Krümmnngsradien im Axenpunkte 

der Kurven. 

Im § 3 sahen wir, dass bei gegebenen e eine dreifach nnendliche Schar von 
Linsen die dort aufgestellten Bedingungen erfüllt. In dem zam Schluss des § 3 
behandelten Spezialfälle erhielten wir für die beiden Aussenflächen eine einfach 
unendliche Schar von Linsen, die wir im letzten Paragraphen diskutiert haben, 
und für die beiden Mittelflächen eine zweiparametrige Schar. Als Aussen- 
flächen wollen wir die im vorigen Paragraphen gefundene vorteilhafteste Linse 
— charakterisiert durch q^ = 0.9036 — wählen. Um nun eine Uebersicht der 
auftretenden Möglichkeiten zu erhalten, berechnen wir wiederum die Blrümmungs- 
radien im Axenpunkte der beiden mittleren Kurven. Wir erhalten hierfür genau 
dieselbe Grleichung wie Grl. 1 § 4, nur dass in diesem Falle h die Werte 1, 2, 
3, 4 annehmen kann. Nach den ersten Gleichungen des Systemes 10 § 3 er- 
halten wir daher ganz analog wie im vorhergehenden Paragraphen das folgende 
Formelsystem zur Bestimmung der Krümmungsradien ; 

^ goo(^i--l) ^ gpoK-l) 

^ (gpo + qUpu +q^oPu) K - < ) 

Pn Pu 

2. Wahl der Konstanten. 
Als Brechungsexponenten für die zweite Farbe wollen wir 

n[^ n',= 1.51 

n; = 1.52 
wählen. 

Die Krümmungsradien der äusseren Kurven bestimmen sich bei der Wahl 
von q^, = 0.9036 nach dem vorhergehenden Paragraphen zu: 

rj = -4.6860 ^ ^ 

rl = 0.5534. Digitized by VjOOglC 
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3. Numerische Diskussion der Formeln. 

Die Berechnung der Krümmungsradien der beiden mittieren Kurven wurde 
nun nach dem vorstehenden Gleichungssystem für verschiedene Wahl von q[^ 
und gi^ ausgeführt. Die erhaltenen Werte sind in der nachfolgenden Tabelle 
zusammengestellt. 



^/ 



g^" 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10 0.12 

0.02 ^ 



0.04 
0.06 
0.08 



rj -1.804 -3.032 -8.998 +9.802 +3.224 +1.950 

rj -1.310 -1.8B6 -3.124 -9.355 +9.876 +3.290 

»; -7.425 -41.036 +11.983 +5.313 +3.441 

rj -2.904 -4.420 -7.920 -46.483 +12.359 

rj +191.685 +16.313 +6.752 +4.266 

rS -4.871 -6.728 -16.015 +43.044 

rj +13.313 +7.773 +5.541 

r! -7.339 -12.087 -32.376 



010 < +9-529 +6.277 
rj -10.526 -18.898 

^.g rl +6.894 
^•^^ r; -14.691 

Diese Tabelle zeigt uns, wie bei wachsendem q[^ die beiden Krümmungs- 
radien von negativen Werten ausgehend durch unendlich zu positiven Werten 
übergehen. Bei gleichzeitigem Wachsen von ^i» verschiebt sich der Punkt, an 
dem die Radien den Wert unendlich annehmen, in Richtung der kleiner wer- 
denden q[^ und zwar schneller beim Krümmungsradius der Kurve 2 und lang- 
samer bei dem der Kurve 3. 

4. Graphische Darstellung einiger Typen. 

Zur qualitativen Veranschaulichung dieser Verhältnisse möge die nebenstehende 
Fig. 3 dienen. Es wurden darauf — genau im Schema unserer Tabelle — die ein- 
zelnen Fälle im Massstabe f = 100 mm eingezeichnet. In den Vertikalreihen 
bleibt 9(0, in den Horizontalreihen q'^^ und in den Diagonalreihen von links unten 
nach rechts oben q'^ konstant. Es ist deutlich zu sehen, wie die einzelnen Typen 
auseinander hervorgehen. Diese Figuren zeigen uns auch, wie nicht zu grosse 
Krümmungen der Mittelflächen die praktische Ausführung der einzelnen Typen 
verhindern, sondern lediglich die Abnahme der OefEhung. Diese Eigenschaft 

dieser Serie dürfte auf die geeignete Wahl der Aussen flächen zu^kza^^T^ 
j..., . ^ ^ DigitizedbyVjöUQlC 

fuhren sein. ^ ^ O 
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§ 6. Formeln znr trigonometrischen Durofareohnung deformierter 

Linsensysteme. 

1. Festlegung der Koordinatensysteme nnd Erklärung der Be- 
zeichnungen. 

Die folgenden Formeln zur trigonometrischen Durchrechnung deformierter 
Linsensysteme sind eine sehr nahe liegende Verallgemeinerung der Seideischen 
Formeln für sphärische Linsen^). 

Nach unseren Reihenentwicklungen können wir die Kurven im Axenschnitt 
des Linsensystems punktweise berechnen, wie wir dies im vorletzten Para- 
graphen näher ausgeführt haben. Zur trigonometrischen Durchrechnung ist es 
nun zweckmässig, diese Tabellen umzurechnen auf ein Polarkoordinatensystem, 
dessen Anfangspunkt zusammenfällt mit dem Mittelpunkt des Ejrümmungskreises 
im Axenpunkt der Kurve. Den Radiusvektor bezeichnen wir mit r, und mit 
ij, den Neigungswinkel desselben gegen die a;-Axe, den wir von der positiven 
a:-Axe ausgehend im Sinne der Uhrzeigerbewegung zählen wollen; y^ sei der 
Neigungswinkel der Normalen der Kurve v gegen die Axe; wir zählen ihn in 
demselben Sinne wie i;. Die Tabellen ordnen wir nun derart an, dass wir als 
Argument r^sirnj^, als Functionen r, und y^ eintragen; ferner vermerken wir 
o:^, den Abstand des Axenpunktes der Kurve vom Brennpunkt. 

Bisher benutzten wir ein rechtwinkliges Koordinatensystem os^ in der 
Zeichenebene, dessen Anfangspunkt mit dem Brennpunkt des Systemes und 
dessen Axe mit der horizontal gedachten optischen Axe zusammenfiel. Die 
a;-Axe zählten wir positiv nach links — entgegengesetzt der Lichtbewegung — 
und y-Axe positiv nach oben. Wir vervollständigen dies Koordinatensystem zu 
einem räumlichen und zwar möge die z-k.iA auf den Beschauer zugerichtet sein. 

Einen windschief zur Axe einfallenden Lichtstrahl geben wir nun durch die 
Koordinaten eines Schnittpunktes My mit der Fläche v und durch zwei Winkel- 
koordinaten, die sebe Sichtung bestimmen. Der Punkt M^ ist gegeben durch 
Yy , t\y und |„ den Neigungswinkel der durch den Punkt M^ gelegten Axenebene 
gegen die ^y-Ebene. Wir wollen denselben von der Lichtquelle aus gesehen im 
Drehungssinne des Uhrzeigers zählen. Gelegentlich werden wir in der Axen- 
ebene des Punktes M^ auch rechtwinklige Koordinaten u und v verwenden und 
zwar: 

w, =« r.cosij, Vy = ^sinij^ 

Mit mJ bezeichnen wir den Wert von u^ in der Axe ; derselbe ist mithin positiv 
für % =« 0* negativ für ij^ ^ 180* zu rechnen. 



1) L. y. Seidel, Trigon. Formeln für den aUgemeinsten Fall der Brechung des Lichtes an 
centrierten Bpärischen Fl&chen. Abdruck im „Handbuch der angewandten Optik^ von Sträheil j 
w»* Voit. Digitized by VjOOQ IC 
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Die Wmkelkoordinaten des Strahles sind: 

T, der Neigungswinkel des Strahles gegen die Parallele zur :i;-Axe, die wir 
uns durch den Punkt if, gelegt denken ; wir zählen diesen Winkel in derselben 
Weise wie i^^; 

%^ der Neigungswinkel der Ebene, die durch diese Parallele und den Strahl 
bestimmt wird, gegen die o?^- Ebene; wir zählen denselben in derselben Weise 
wie 5. Femer ist 

9, der Einfallswinkel des Lichtstrahles. 

Der Strich über den letzten Grössen bezieht sich auf die Verhältnisse des 
Strahles vor der Brechung; die analogen Winkel des gebrochenen Strahles sind 
ungestrichen. 

Zur Veranschaulichung möge die beigegebene Figur dienen. Die Zeichen- 



1 



Fig. 4. 

ebene stellt einen Schnitt dar durch den Punkt M^ senkrecht zur Axe. Oy, ^z 
sind die Schnittlinien dieser Ebene mit der xy resp. xz Ebene. Um den Punkt 
M^ ist die Einheitskugel konstruiert, auf der die Durchstosspunkte der im 
Punkte M^ zusammenstossenden Geraden markiert sind. 

QJlfy ist der einfallende Lichtstrahl 
QJfy der gebrochene Lichtstrahl 
-N]My die Normale. 

Die Beziehungen, die wir oben eingeführt haben, sind mithin die folgenden : 



xN = y^ 



yxQ = «, 
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2. Gang der Rechnung. 
Gegeben sind nnn v,, y^ [ans Tabelle v zu entnehmen] 

Gesucht werden der Einfallswinkel g?^, der Brechungswinkel 9^ und die 
Winkelkoordinaten des gebrochenen Strahles r^ und ä^. Diese Winkel sind aus 
den sphärischen Dreiecken xlHi^ resp. xNQ in einfacher Weiße zu berechnen. 
Die betreffenden Formeln geben wir unter I A des nachfolgenden Rechenschemas. 

Unsere weitere Aufgabe ist nun, den Schnittpunkt des gebrochenen Strahles 
mit der Fläche f — 1 zu bestimmen. 

Bezeichnen wir mit a, den Abstand des Axenpunktes der durch den Punkt 
My senkrecht zur Axe gelegten Ebene von dem Mittelpunkt des Erümmungs- 
kreises im Axenpunkte der Kurve v — 1 , so erhalten wir die folgenden Be- 
ziehungen zwischen den Durchstosspunkten M^ und M^^ des Strahles durch 
die Flächen v und v— 1. 

1) a,-?,C08T^ = ^r-iCOSl^^i 

2) f7,cos6,--Z,sinr,cos«, = ^^i sim^^^ cos J^^ 
8) V, sin 6,— \ sin r, sin x^ — r^^ sin ij^, sin l^^ 

wo ly die Länge des gebrochenen Strahles vom Punkte M^ bis zum Punkte 
jMy-, bedeutet. 

Zur Berechnung der Koordinaten des Punktes M^^ stellen wir uns eine 
Näherungsformel auf. Wir quadrieren und addieren Gleichung 2 und 3 und er- 
setzen ly durch seinen Wert aus Gleichung 1. Auf diese Weise erhalten wir: 

4) V,,, = jvj8in»(5,-Ä,) + Kcos(5,-Ä,)-(a,-r^, co8i?^J<<7tJ»}* 

Hiernach ergiebt sich folgendes Schema: 

J. Näherung. 
Wir nehmen für r^j seinen Wert in der Axe, d. h. wir berechnen den 
Durchschnittspunkt des Strahles mit der oskulierenden Kugel der Fläche v — 1 
im Axenpunkte. 

IL Näherung. 

Mit dem aus der ersten Näherung erhaltenen Werte v^, gehen wir in die 
Tabelle v -- 1 ein, interpolieren r^^ und rechnen mit diesem verbesserten Werte 
von r^, aus der obigen Formel 4 einen neuen Wert für v^,. 

Das Verfahren ist in dieser Weise fortzusetzen. Mit dem endgültigen 
Werte von v^^ interpolieren wir nach derselben Tabelle y^^. 

Es bleibt jetzt noch der Winkel l^^ zu bestimmen. Man erhält denselbeujTp 
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in einfacher Weise ans den Gleichungen 2 und 3, wobei wiederum l^i durch 
seinen Wert ans Gleichung 1 zu ersetzen ist. Hierbei ergeben sich genau die- 
selben Formeln, die Seidel in der oben citierten Arbeit auf geometrischen Wege 
abgeleitet hat. 

Diese üebergangsformeln von der Fläche v zur Fläche v — 1 geben wir 
unter IB des folgenden Rechenschemas. Der Teil II enthält die auf den Fall 
spezialisierten Formeln, dass der Verlauf des Strahles in der Axenebene erfolgt. 



Formel-Schema. 
/. Für windschiefe Strahlen. 
A. Brechimg an der Fläche v. 
Gegeben: v„ y,, t^, «,, [t?^, y^ sind der Tabelle v zu entnehmen] 

cos^^[je,-*J 
sin 9, = — ^siny. 






1 
] 

I,-«» = ik + (5,-«,)]-i[«»-(l»-«r)] 

«, = «,-Uk+(6,-«,)]-ik-(t-«.)]} 

Kontrolle : n^, sin t, sin [6, - «J = «, sin t, sin % - «J. Digitized by CjOOQ IC 
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B. üebergang zur Fläche v — 1. 

a) Im allgemeinen Falle : 

u^ = r.coBij, \ 

V / ^vf ^y ^^ d^^ Tabelle v zu entnehmen. 

o, = < - K - «,) - «.. - «;_o. 

Die Konstanten x^,, u^, sind der Tabelle v — 1 zu entnehmen. Femer 
sind die Hilfsgrössen e, &, 2, g zu bestimmen ans den öleichnngen: 

tga^ =^cos%-«^^, K = c^^Xs^ ' ^' = K sin (g, -«,)]• ; ^, = -^<l/V 
Es ist non v^i za berechnen aas den Formeln: 

WO in 

L Näherung für iiy.j sein Wert in der Axe m^, zu setzen ist. Mit 
diesem so erhaltenen Werte fdr v^^ ist in der Tabelle v — 1 r^^ zu interpo- 
lieren, 17^1 zu berechnen ans: 

sinTj^, = -^ 

'-9-1 

und darauf nach den vorstehenden Formeln die 

n. Näherung für r,_, zu rechnen. 

Dies Verfahren ist eventuell fortzusetzen. Mit dem endgültigen Werte von 
v^i wird in derselben Tabelle y^^ interpolirt. 6^, ergiebt sich aus: 

tali^ -irl- t;,sin(|,-3r,) 

^gVl^r «J- t;,cos[|,-.«J-(a,-u^J/(/T, 

KontroUe: v,^x sin [S^, - äJ = r, sin [|, - «J. 

b) Falls die Fläche v — l nahezu eine Ebene ist. 

Im Falle, dass r^^ nahe unendlich ist, tabulieren wir nicht r^^ , sondern 
den Abstand 8^^ von der Tangentialebene im Axenpunkte. Alsdann er- 
giebt sich: 

6, = a{-(i,J-w^)-a:^^ 



|^cos(6,-Ä,); ^ = 8in(^ T,) _, 2 _ ^^, ^.^^^ _^^^,. . = A 
Man findet t;^. aus 



tg,, = -^ cos (!,-«,); *, = ^3^,;^3; -; i. = K8in(6,-«,)r; j,, - -<i,v 



^« » \h+[K(K-9r9r.:iY\^, Digitizedby Google 
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wo in 

I. Näherung ^^^ gleich zu setzen ist. Mit dem erhaltenen Werte 
von r^, interpoliert man in Tafel v — 1 *,_j and rechnet die 

U. Näherang and so fort. 

Wie oben interpoliert man darauf y^.^ und rechnet nach der obigen Formel 
6»-i ) wobei (a, — w^, ) der Faktor von tg t^ durch b^ + d^^ zu ersetzen ist. 

C. Kechnung der Brechong an den folgenden Flächen. 
Wir haben nun y^^, 5^^ gefunden, ferner ist 



mithin können wir die Brechung an der Fläche v — 1 nach dem Formelsystem 
A, den XJebergang zur Fläche v — 2 nach dem Formelsystem B berechnen, wo 
nur 1/ — 1 an die Stelle von v zu setzen ist. Ist auf diese Weise die Brechung 
an der Kurve 1 berechnet worden, so hat man das Formelsystem B anzuwenden, 
um die Punkte zu finden, in denen die Strahlen die Brennebene durchsetzen. 
Die betreffenden Formeln gehen in einfacher Weise aus denen hervor, die wir 
unter Bb gegeben haben; man hat nur v =:= 1, d^ = zu setzen. 

II. Für Stralüen im Äxenschnitt, 

Für die Strahlen, die im Axenschnitt liegen, vereinfacht sich das obige 
Formelschema folgendermassen. 

A. Brechung an. der Kurve v. 
Gegeben: v„ y,, t, [v^ y^ sind der Tabelle v zu entnehmen] 

süiVr = -^^siny, 

B. üebergang zur Kurve v— 1. 
a) im allgemeinen Falle. 

sin 17^ = — ^ [r^ ist der Tabelle v zu entnehmen]. 
M, = r^cosjj^ 

Die Konstanten x^,, xi\_^ sind der Tabelle v— 1 zu entnehmen. 

5, = v^^a,tgx^ 
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Es ist nun v^^ za berechnen aus: 

w^i = r^t cos Vr-i 



WO in 



I. Näherung für t/^^ sein Wert in der Axe u^j zu setzen ist. Mit dem 
erhaltenen Werte von v^^ interpoliert man in Tafel v — 1 r^^, berechnet ij^j ans 



sin f,^, = 



^M 



und bestimmt daranf nach den vorstehenden Formeln die 

IL Näherung für t;^^; und so fort. Zum Schluss erfolgt die Interpo- 
lation von y^j. 

B. Falls die Kurve v^l nahezu eine Gerade. 

Für r,_j nahe gleich unendlich ergiebt sich 

8^ = t;,-&,tgT^ 
Es ist nun v^^ zu berechnen aus : 

wo in 

I. Näherung d^^ = zu setzen ist. Mit dem erhaltenen Werte von 
v^i interpoliert man nach Tabelle i/ — 1 d^j, den Abstand der Kurve von der 
Tangente im Axenpunkte, und berechnet darauf die 

n. Näherung für Vy.^, und so fort. Zum Schluss interpoliert man y^^. 

C. £echnimg der Brechung an den folgenden Kurven. 

Es ist nim r^, = r,; wir können mithin in ganz analoger Weise die 
Brechung an der nächsten Kurve berechnen. 

Der üebergang von der Kurve 1 zur Brennebene vollzieht sich nach 



Nach diesen Formeln werden wir im folgenden Paragraphen den Verlauf 
der Lichtstrahlen durch die im § 4 berechnete aplanatische Einzellinse^er- j 
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§ 7. Prüfung des Gesichtsfeldes einer aplanatischen Einzellinse durch 
trigonometrische Durchrechnung. 

1. Vorbereitungen zur Rechnung. 

Zur Anwendung der im Paragraphen 6 aufgestellten Formeln zur trigono- 
metrischen Durchrechnung auf die in § 4 berechnete EinzeUinse fertigen wir 
uns zunächst die dort verlangten Tabellen an. Wir können uns nun die Rech- 
nung dadurch etwas vereinfachen, dass wir für die dem Lichte zugekehrte Fläche 
unserer Linse, Fläche 2 in unserer Zählweise, a, statt r, tabulieren. Die 
Grossen t;„ a„ y^ findet man aus den Grleichungen : 

r, « 9 sin a + 9t Bin a^ 

a, = 9 cos a + Pi cos «^ — (a^J — !*•) 

*^ '^^ cos «1 — tij 

Die Resultate sind in der Tabelle 11 zusammengestellt. Die Tabelle I für 
die Fläche 1 wurde genau in der im letzten Paragraphen vorgeschriebenen 
Weise angefertigt; d. h. die Kurve 1 wurde umgerechnet auf das Polarkoor- 
dinatensystem r^, fj^ ; y^ ergiebt sich aus : 



Vi — a-/»i 

, n, sin (g-gj 

^^^ n, cos (a-aJ-1 



femer ist: 

V^ =: Q sin CL 

Die Resultate sind in der Tabelle I zusammengestellt. 





Tabelle II 






Tabelle I 




». 


«» 


r. 


». 


♦•. 


180»- y. 





1.680000 








1.840000 





0.008727 


1.680057 


0<'44'69?3 


0.008029 


1.840000 


0»15' 0^ 


0.017452 


1.680229 


12954.8 


0.016060 


1.840000 


30 3.8 


0.026177 


1.680613 


21442.3 


0.024096 


1.840000 


46 13.1 


0.034900 


1.680912 


2 5917.9 


0.032137 


1.839999 


1 031.1 


0.043619 


1.681424 


3 4337.2 


0.040187 


1.839998 


1 16 1.4 


0.0B2336 


1.682048 


4 27 36. 


0.048249 


1.839996 


1 31 47.1 


0.061049 


1.682783 


5 11 9.2 


0.056323 


1.839990 


1 47 52.2 


0.069766 


1.683628 


6 6411.8 


0.064413 


1.839982 


2 420.8 


0.078469 


1.684583 


6 3638.4 


0.072520 


1.839971 


2 21 17.3* 


0.087166 


1.685646 


7 1822.6 


0.060648 


1.839955 


2 3847.(f 
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0.096846 


1.686811 


7 5917.4 


0.088799 


1.839982 


2 6666.9 


0.104528 


1.688082 


8 39 15.3 


0.096975 


1.839902 


3 1550.5 


0.113203 


1.689452 


918 7.3 


0.105179 


1.839861 


3 3538.9 


0.121869 


1.690921 


9 5543.4 


0.113415 


1.839809 


3 5629.6 


0.130626 


1.692483 


10 31 61.4 


0.121686 


1.839743 


4 18 33.6 


0.139173 


1.694136 


11 618.1 


0.129992 


1.839658 


4 42 2.8 


0.147809 


1.695871 


113847.0 


0.138340 


1.839652 


6 712.8 


0.166435 


1.697692 


12 868.8 


0.146734 


1.839419 


5 3420.0 


0.165048 


1.699583 


12 3629.7 


0.165177 


1.839856 


6 346.3 


0.173648 


1.701539 


13 051.9 


0.163674 


1.839064 


6 3656.6 


0.182236 


1.703553 


13 21 30.6 


0.172232 


1.838806 


7 11 21.2 


0.190809 


1.705611 


13 3741.9 


0.180864 


1.838602 


7 6038.6 


0.199368 


1.707702 


13 48 32.2 


0.189550 


1.838132 


8 3434.7 


0.207912 


1.709809 


13 6252.1 


0.198327 


1.837678 


9 24 7.3 


0.216440 


1.711913 


13 49 12.6 


0.207196 


1.837124 


10 20 31.7 


0.224961 


1.713992 


13 35 37.0 


0.216167 


1.836447 
«; = 0.92. 


11 2610.2 



2. Wahl der zu verfolgenden Strahlen. 

Ffir die Aasführung der Rechnung wurden die folgenden Strahlenkoor- 
dinaten gewählt: 



«. = 0» 



T.= 2». 



Als DnrchstoBspiinkte der Strahlen mit der Fläche 2 worden die folgenden 
Funkte angenommen: 



In der Axenebene 




0.095846 

0.173648 

0.207912 



0« 

I 0« 

l 180" 

f Qo 

\ 180» 

f 0» 

l 180» 



ausserhalb derselben 
I. 

90« 
90» 
90» 



Die Strahlen für |, = 270» brauchen nicht gerechnet zn werden, da der 



Verlauf derselben symmetrisch zn denen für | = 90» erfolgt. 
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3. Resnltat der Rechnang. 

Es worden als Koordinaten der Dorchstosspnnkte der Strahlen mit der 
Brennebene gefanden: 




0.096846 



0.173648 



0.207912 



In der Axenebene 

0» 

0» 

180« 
0« 



-0.034917 
-0.036112 
-0.034723 
-0.036281 
180» -0.034662 

0» -0.036348 
180» -0.034492 



Aosserbalb der Axenebene 



900 -0.034918 0.000092 



90» -0.034920 0.000179 



90» -0.034919 0.000213. 



Die gate TTebereinstimmiing der y,- Koordinaten sowohl für £, = 90», als 
auch der Mittelwerte ans y, für |, = 0» and S, = 180», lässt die Erfdllnng der 
Sinosbedingnng erkennen. 

Die obige Tabelle zeigt nns ferner , dass bei demselben v, y, für ^ = 0* 
kleiner ist als y, für |, =: 180° nnd zwar wächst diese DifPerenz bei wachsen- 
dem Oefihnngsradins v, der Linse. Mithin durchsetzen die Strahlen, die vor 
der Brechung die Mantellinien eines Rotationscylinders bilden, die Brennebene 
in Ellipsen nnd zwar diejenigen, die aof der oberen Hälfte der Rotations- 
cylinder liegen in den onteren Ellipsenbögen. Die Brennfläche ist also konvex 
von der Lichtquelle aus gesehen. Diese Verhältnisse werden bewirkt durch die 
noch existierenden Bildfehler, nämlich Bildkrümmung und Astigmatismus. Die 
Axen jener Ellipsen wachsen proportional zum OefPnongsradius der Linse , wie 
man aus der folgenden Tabelle ersieht : 



Oeffnnngsradins 




Halbaxen der 


Ellipsen 


«. 




y 


e 


0.096846 


■ 


38" 
-40" 


19" 


0.173648 


• 


73" 
-76" 


37" 


0.207912 


• 


87" 
-89" 


44". 



Als Anfangspunkt des Koordinatensystems, in dem die obigen Halbaxen y 
und B gerechnet sind, ist der Punkt y^ = —0.034917, 0^ — Q gewählt, 
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4. Vergleich des £esaltates mit der Theorie der Fehler dritter 

Ordnung. 

Aas der Theorie der Fehler dritter Ordnnng ergiebt sich, dass die Axen 
der Ellipsen mit dem Qoadrat des Oeffnnngswinkels des Gresichtsfeldes abneh- 
men. Zur Kontrolle wurden noch zwei Strahlen in der Axenebene gerechnet 
für den Abstand des Objektpnnktes von der Axe: 

i; = SO* 

und dem Oeflnongsradins der Linse 

V, = 0.207912. 

Als Koordinaten der Dorchstosspunkte der beiden Strahlen ergaben sich in 
diesem Falle: 

QP -0.008758 

180« -0.008694 

und die halbe grosse Axe der Ellipse zu 

y = 6" 
also in der That nahezn ^g des früheren Wertes. 

6. Schiasswort. 

Auf Grand dieser Ihirchrechnang kommen wir zu dem Schlass, dass anser 
aplanatisches Objektiv vom Oeffnangsverhältnis 

1 : 2.4 

ein braachbares Gesichtsfeld von nahezu 2« Durchmesser hat. In 
dieser Yergrosserung des guten Gesichtsfeldes dürfte der 
Hauptvorzug einer solchen Linse gegenüber einem paraboli- 
schen Hohlspiegel gleichen Oeffnungsverhältnisses liegen. 

Insbesondere aber stellt unsere Linse auch ohne Achroma- 
tisierung die ideale Form des Kameraobjektivs für einen licht- 
starken Spectrographen dar'). 



1) Hartmann : Ueber ein neues Kameraobjektiv für Spektrographen. Ztsch. f. Instk. Sept. 1904 
Lehmann: Grosser Quanspektrograph. Ztschr. f. Instk. August 1904. 
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